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В статье приведены оригинальные векторные алгоритмы аффинных 
преобразований: сдвиг, растяжение − сжатие. Показано преимущество век-
торных алгоритмов перед матричными, алгоритмы проиллюстрированы при-
мерами. 
Original vectorial algorithms of affine conversions: shift and tension − grip are given 
in the article. The advantage of vectorial algorithms over matrix ones is shown, the 
algorithms are illustrated with examples. 
Аффинное преобразование трехмерного пространства − это точечное вза-
имно однозначное отображение его на себя, при котором трем точкам, лежа-
щим на одной прямой, соответствуют три точки, также лежащие на одной пря-
мой [1]. Аффинное преобразование переводит пересекающиеся прямые в пере-
секающиеся, параллельные прямые − в параллельные. При аффинном преобра-
зовании каждая плоскость отображается на некоторую плоскость; при этом пе-
ресекающиеся плоскости переходят в пересекающиеся, параллельные плоско-
сти – в параллельные; скрещивающиеся прямые переходят в скрещивающиеся. 
При аффинном преобразовании отношение направленных отрезков, ле-
жащих на одной прямой или на параллельных прямых, равно отношению их 
образов. Сохраняется также отношение площадей двух фигур на евклидовой 
плоскости и отношение объемов двух тел в евклидовом пространстве. При аф-
финном преобразовании множество векторов плоскости (пространства) взаим-
но однозначно отображается на множество векторов плоскости (пространства) 

















Аффинные преобразования могут быть представлены аналитическими 
выражениями [2]. Аффинное преобразование пространства вполне определено, 
если в пространстве даны декартова система координат, невырожденная матри-
ца называемая матрицей аффинного преобразования, и три числа .,, cba  Опре-
деленное этими данными преобразование состоит в том, что каждой точке 
( )zyxM ,, ставится в соответствие точка ( )zyxM ′′′′ ,, , где 
,131211 azcycxcx +++=′  
,232221 bzcycxcy +++=′  
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.333231 czcycxcz +++=′  
Система координат – одна и та же. 
Примерами аффинных преобразований являются преобразования сдвига, 
растяжения, зеркального отражения, параллельного переноса, вращения, гомо-
тетии, подобия. В работе рассмотрим векторные алгоритмы следующих аффин-
ных преобразований: сдвига, растяжения – сжатия. 
Сдвиг 
Сдвиг относительно плоскости, с единичным нормальным вектором nr  
(рис.1), проходящей через точку 1M , − это преобразование, при котором все 
точки этой плоскости остаются неподвижными, а точки параллельных плоско-
стей перемещаются в направлении вектора l
s
 на величину dl
r
, где d  − расстоя-
ние между плоскостями. 
 
Рис.1 
Пусть M  − положение произвольной точки пространства до сдвига, а M ′  
− ее положение после. Тогда, вводя в рассмотрение радиус-векторы 1,, rrr rrr ′  со-
ответствующих точек 1,, MMM ′  и учитывая равенство ( )( )lnrrldMM rrrrr ⋅−==′ 1 , 
находим 
( )( )lnrrrr rrrrrr ⋅−+=′ 1 . 
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Поскольку при линейном преобразовании векторного пространства коор-
динаты вектора преобразуются при помощи строк матрицы этого преобразова-
ния [3], то матричное представление преобразования сдвига записывается в ви-
де 

























































































При этом точки пространства, находящиеся от плоскости в направлении 
вектора nr  сдвигаются в направлении l
s
, находящиеся по другую сторону плос-
кости сдвигаются в противоположном направлении. 
Пример 1 
Выполнить сдвиг полусферы, заданной уравнением 
{ }
2
0,cos,sinsin,cossin π≤ϑ≤ϑϕϑϕϑ=rr , при ( )0,0,01 =rr , { }0,1,0=nr , { }0,3,0=lr . 
Переходя к матричным обозначениям и формируя матрицы SA  и SB  фор-
мулы (1), находим соответствующее преобразование сдвига заданной полусфе-




Растяжение относительно плоскости с единичным нормальным вектором 
nr , проходящей через точку 1M , − это преобразование, при котором все точки 
заданной плоскости остаются неподвижными, а все точки, находящиеся на рас-
стоянии d  от этой плоскости, переходят в точки на расстоянии kd  (рис 3.). При 
1<k  преобразование называется сжатием. 
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Пусть M  − положение произвольной точки пространства до растяжения, 
а M ′  − ее положение после. Тогда, вводя в рассмотрение радиус-векторы 
1,, rrr
rrr ′  соответствующих точек 1,, MMM ′  и учитывая равенство ( ) ( )( )( )nnrrkndkdMM rrrrr ⋅−−=−=′ 11 , находим 
( ) ( )( )nnrrkrr rrrrrr ⋅−−+=′ 11 , 
 
Рис.3 
В координатной форме имеем 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
















Это позволяет записать матричное представление преобразования растя-
жения: 
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Выполнить сжатие эллипсоида, полученного в примере 1, при 2.0=k , 
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Переходя к матричным обозначениям и формируя матрицы DA  и DB  фор-
мулы (2), находим соответствующее преобразование сжатие поверхности, по-
лученной в примере 1. Поверхности до и после сжатия изображены на рис. 4. 
Получим уравнение (4) для этого сжатия, подставив в формулы (5),(6) 
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В докладе представлены особенности реализуемой кафедрой автомати-
ки и управления в технических системах мероприятий проекта по разработке 
учебно-методических комплексов в рамках инновационной образовательной 
программы 
Specific features of project arrangements in development of educational and 
methodological complexes within the limits of innovation educational program rea-
lized by automatic and control in technical systems department are presented in these 
materials 
Выигранный Уральским государственным техническим университетом 
конкурс по отбору образовательных учреждений высшего профессионального 
образования, внедряющих инновационные образовательные программы, с про-
граммой «Формирование профессиональных компетенций выпускников на ос-
